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1.1

Slozenost algoritama

Veliko O notacija

Veliko O notacija koristi se za procenu efikasnosti algoritama. Neka su date dve funkcije f: Ng — R
i g: Ny — R. Kazemo da je g(n) = O(f(n)) ako postoji konstanta C € N takva da za skoro svako
n € Ny vazi da je |g(n)| < C|f(n)|. PoCevsi od nekog prirodnog broja vrednost funkcije g u nekoj
tacki nije veca od vrednosti funkcije f u toj tacki pomnoZene sa konstantom C. Oznaka O(f(n))
se odnosi na klasu funkcija, tako da je g(n) = O(f(n)) drugi zapis za g(n) € O(f(n)). Oznaka
O(1) odnosi se na klasu ograni¢enih funkcija. Lako se pokazuje da vazi da je O(f(n))+ O(g(n)) =
O(f(n)+g(n))idaje O(f(n))-0(g(n)) = O(f(n)-g(n)). Uobitajeno je da osnovne aritmeticke
operacije smatramo elementarnim koracima. Broj elementarnih koraka predstavlja sloZenost
algoritma i zgodono je da se izrazi notacijom O. Najbolje je da nam sloZenost nekog algoritma bude
konstanta, ali kod realnih problema to se retko desava. Klase algoritama sublinearne sloZenosti
npr. O(Inn) ili O(y/n) smatraju se vrlo efikasnim. Tu spadaju algoritmi ¢&ija je sloZenost manja od
O(n). Jedan takav primer je binarna pretraga. Zatim imamo klasu algoritama linearne sloZenosti
O(n). 1za toga dolaze algoritmi superlinearne sloZenosti npr. O(nlnn) ili polinomske sloZenost
O(n¥). Ovi algoritmi se smatraju dovoljno dobrim za implementaciju na ra¢unaru. Eksponencijalne
sloZenosti O(e") i O(n") ili faktorijelna sloZenost O(n!) su neprakti¢ne za implemetaciju.

m Primer 1.1 Neka su date funkcije f: No - Rig: Ny — R:

n2—n .

(@) f(n)=——1igln)=2n

) ) =20+ Vi g(n) =
(¢) f(n)=n+logynig(n)=n+/n.

Odrediti koja od relacija g(n) = O(f(n)) ili f(n) = O(g(n)) vazi.
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m Primer 1.2 Poredati funkcije:
@) fi(n) = /n, fa(n) =n, f3(n) =2", fa(n) =nlogyn, fs(n) =2n%, fo(n) = n*+logyn;

(b) fi(n)=n3, fo(n) = (logzn)*, f3(n) =3, fa(n) =n, fs(n) = ()", fo(n) =3

u niz po efikasnosti izvrSavanja, tj. tako da je svaka funkcija u nizu u klasi veliko O od sledece
funkcije.

Zadatak 1.1 Odrediti sloZzenost algoritma za izraCunavanje sume i proizvoda prvih n brojeva.

Resenje. Ako za elementarni korak uzimamo sabiranje, sloZenost algoritma za raCunanje sume

n
prvih n brojeva S,, = Z k=142+...+njednaka je n — 1 = O(n). Ukoliko podrazumevamo
k=1
da su mnozenje i deljenje takode elementarni koraci za racunanje sume prvih n brojeva mozemo

n
iskoristiti formulu S, = Z k= M
k=1 2
jedno mnoZenje i jedno deljenje). Ovo razmatranje se moZe primeniti na racunanje sume bilo
koje aritmeticke progresije. Kod racunanja proizvoda prvih n brojeva, n!, imamo n — 1 mnoZenje i
slozenost je n — 1 = O(n).

, 1 dobijamo da je sloZenost jednaka 2 = O(1) (koristimo

0J

Zadatak 1.2 Odrediti sloZenost algoritma za izraCunavanje sume prvih n kvadrata.

n
Resenje. SloZenost algoritma za raCunanje sume prvih n kvadrata K, = Z K=124224. . +n?
k=1

jednakajen—1+n=2n—1=0(n), n— 1 sabiranje i n mnoZenja. Za raCunanje sume prvih n
u H(2n+1
kvadrata moZemo iskoristiti formulu K, = Z =" (n+1) 6( nt ), i dobijamo da je sloZenost

k=1
jednaka 2+ 142+ 1 =6 = O(1) (koristimo tri mnoZenje, dva sabiranja i jedno deljenje).

O

Zadatak 1.3 Odrediti sloZenost algoritma za izraCunavanje sume geometrijske progresije zadate
svojim prvim ¢lanom i koli¢nikom.

Resenje. Neka je a; prvi ¢lan, a g koli¢nik geometrijske progresije, k-ti Clan progresije je oblika
a; = a; ¢*~'. SloZenost njegovog izracunavanja je k — 1, ako smatramo da je elementaran korak

n
mnoZenje. Da bismo sracunali sumu prvih n ¢lanova geometrijske progresije Q, = Z ay =
k=1

! nn—1)

n
Z a1 ¢*"! potrebno nam je n — 1 sabiranje i Z k= mnoZenja. SloZenost algoritma
k=1

k=0 2
jen—1+ 1 (n2— D _ (nt 2)2(11 - _ O(n?). Ukoliko iskoristimo formulu za ra¢unanje sume
geometrijske progresije Q, = i ar = i ad ' =a ‘;n__ll dobijamo da je sloZzenost jednaka
l+(n—1)+2+1=n+3= Oka) (imakr;) n mnoZenja, dva oduzimanja i jedno deljenje).
O
Zadatak 1.4 Neka je dat niz ay,as,...,a,. Odrediti sloZenost algoritma za izraCunavanje sume

svih podnizova ay,ay, . ..,a;, kK < n, datog niza.
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Resenje. Suma S svih podnizova ay,as, ... ,ax, k < n, datog niza jednaka je
S=a1+(a+a)+...+(a+ar+...+ay).

SloZenost izraCunavanja sume proizvoljnog podniza ai,as,...,a;, k < n jednaka je k — 1. Broj
n

podnizova je jednak n, pa je sloZenost za izraCunavanje sume S jednaka n — 1+ Z (k—1) =

k=1
—1 —1 2
n—1+ nin—1) = (n=1)(n+2) = O(n®). Sa druge strane, u sumi S moZemo pregrupisati

¢lanove na sledeéi nacin S = na; + (n—1)ax + ...+ a,. U ovom slu€aju imamo n — 1 sabiranje i
n— 1 mnoZenje, §to nam daje slozenost 2(n— 1) = O(n).
O

Zadatak 1.5 Odrediti sloZenost algoritma za izracunavanje proizvoda dve kvadratne matrice reda
n.

Resenje. Neka su date matrice A = [aijluxn 1 B = [bjj|nxn. Matrica C = [¢;j|mxk jednaka je

proizvodu matrica A i B ako i samo ako vazidajem=k=mnizasvakoii j, 1 <i,j<n,
n

vazi da je ¢;j = Z ajxbyj. Za raCunanje proizvoljnog elementa c¢;; matrice C, potrebno je n
k=1
mnoZenja posto je svaki sabirak u prethodnoj sumi proizvod dva broja, i n — 1 sabiranje posto

navedena suma ima » sabiraka. Broj elementa u matrici C je jednak n>. Prema tome, ukupan
broj elementarnih koraka, pod kojim u ovom zadatku podrazumevamo sabiranje i mnoZenje, je
n?(n+n—1)=2n% —n?>= 0(n’). Slozenost algoritma za mnoZenje matrica je O(n*).

]

Zadatak 1.6 Odrediti sloZenost Strassen-ovog algoritma za izraCunavanje proizvoda dve kvadratne
matrice reda n.

Resenje. Neka su A i B dve kvadratne matrice reda n = 2%, za neko k € N. Ukoliko red matrica A i
B nije stepen dvojke, dopunimo date matrice vrstama i kolonoma ¢iji su svi elementi jednaki O tako

da dobijemo matrice ¢iji je red 2%, za k € N za koje vazi 2! < n < 2%, Podelimo matrice A, B i
C = A - B na blokove jednakih dimenzija

An A Bi1 Bi Cn Ci2
A = 3 B = ) C == I
[ Az Ax ] [ By B } [ G Cn }

gdesuA;;, B;;1Cjj, za 1l <i, j <2, matrice reda 2k=1 Imamo daje
Cii = An-Bu+An-Ba
Cix = An-Bin+An-Bxn
Co1 = Azi-Bii+Axn-By
Cn = Az -Bin+Axn Bxn.

Kod ra¢unanja matrice C algoritmom podeli pa vladaj broj mnozZenja i sabiranja elementata matrica
A 1 B ostao je nepromenjen u odnosu na standardno mnoZenje. Zaista, primetimo da u ovom
slu¢aju imamo 8 mnoZenja i 4 sabiranja matrica reda 2~!. Ako oznaimo sa T (2") sloZenost
mnoZenja dve matrice reda 2¢ dobijamo da je T (2") =8T (Zk_1)+4 (2"_])2 =8T (2"_1)+4k.
Nastavljajuéi ovaj postupak imamo da je T (2F) = 87 (2¢71) +-4% =8 (8T (2¢72) +4K1) 14k =

i—1
82T (2"_2)+4k (1+2),0dnosno T (2") =8'T (2]‘7’) +4K Z 2/, za 1 <i<k. Odakle zaklju¢ujemo
j=0
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k—1
daje T (2") — 84T (1) +4% Y 2/ — 8k 44 (2" - 1) = 3 0% — 013 _ 12 = 0(n). Kako je
=0

sloZenost sabiranja dve kvadratne matrice reda n jednaka O(n?), a mnoZenja O(n?), ako bismo
smanjili broj mnoZenja blokova reda 2! naustrb sabiranja, smanjili bismo sloZenost izra¢unavanja
matrice C. DefiniSemo nove matrice

My = (A +Ax) (B +Bx)
M, = (A +Axn)- By
M; = Ay (Bi2—Bn)
My = Axn-(Ba—Bn)

Ms = (Aj1+A) Bn
Ms = (A1 —Aq)-(Bi1+Bi2)
M; = (Ajp—An)- (B2 +Bxn).

Izrazimo blokove C;;, 1 <1, j < 2, koriste¢i matrice My, 1 < k <7. Imamo
Cih = Mi+My—Ms+M;
Co = M3+Ms
G = My+M,
Cn = M —M,+M;3+Ms.

Strassen-ov algoritma je smanjio broj mnoZenja na 7 i doduse poveca broj sabiranja na 18. Ako
oznacimo sa S (2") slozenost mnoZenja dve matrice reda 2% dobijamo da je

2
S(25) =75 (21) +18 (21) =75 (25 1) 184t
Nastavljajuci ovaj postupak imamo da je
S = 75(2)+18.4

7 (75(2"*2> n 18-4’<*2> 418451

- 725(2k—2) 1184k <1 n Z)

i—1 J
_ . 7
= ! 2k_l) 1 4k_] —
75 (2) +18 J;O ;

7
_ 7k+1 _6_4k — ;.7log2n —6-112 _ O(nlogﬂ).
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Zadatak 1.7 Odrediti sloZenost algoritma za izracunavanje n-tog Fibonacci-jevog broja F,,
kori$¢enjem matri¢ne jednakosti

F, | |1 1| | B F|_ |1
FEa.|l |10 FEo.|l” | R| 1]
Resenje. ZaizraCunavanje n-tog Fibonacci-jevog broja Fy, n > 2, potrebno je samo jedno sabiranje
brojeva F,,_; i F,_,. Ako oznaCimo sa F(n) slozenost izracunavanja n-tog Fibonacci-jevog broja
F,, imamo da je F(n) = F(n— 1)+ F(n—2) + 1, uvodenjem smene 7' (n) = F(n) + 1 dobijamo
T(n) =T(n—1)+T(n—2). ReSenje date homogene linearne diferencne jednacine drugog reda
dobijamo resavanjem odgovarajuce karakteristi¢ne jednacine t> —¢ — 1 = 0 i iz pocetnih uslova
T(0)=F(0)+1=1iT(1)=F(1)+1 = 1. Koreni karakteristicne jednacine su # , = M, paje
n
opste resenje T'(n) = C 1 + Cot) = Cy (”—f) +C (1 \f) Zamenom pocetnih uslova T(O)

Ci+C=1iT(1)=1 (Cl +C+ (G —Cz)\@) = 1 dobijamo s1stemC1+C2— 1iCy— i,
nt1
tj. imamo da je C; = ‘2[}1 iC, = ‘2[\[ Prema tome, 7'(n) = \}5 (“’T\G) —ﬁ (1%6) i

n
sloZenost izraCunanja n-tog Fibonacci-jevog broja F, je O <<1+Tﬁ) )

Ako bismo n-ti Fibonacci-jev broj F,, trazili reSavanjem homogene linearne diferencne jednacine

drugog reda F, = F,_1 + F,—» sa pocetnim uslovima Fy = F; = 1, dobili bismo da je F;, =
1 1+\6 n+1 1 1_\/5 n+1 . L.
VA NAGEE . Prema tome, potrebno nam je dva puta po n+ 1 mnozenje i

jedno oduzimanje. SloZenost racunanja Fibonacci-jevih brojeva eksplicitnom formulom je linearna
O(n).
O

Zadatak 1.8 Odrediti sloZenost algoritma za izraCunavanje k-tog stepena kvadratne matrice reda n.

Resenje. Slozenost algoritma za mnoZenje dve kvadratne matrice reda n jednaka je 2n® —n?> =

O(n?). U postupku odredivanja k-tog stepena matrice A izvr§avamo k — 1 mnoZenja. SloZenost
algoritma za odredivanje k-tog stepena matrice reda n je (k—1)(2n® —n?) = O(kn?®). Ako
bismo odredivali k-ti stepen matrice A reda n kvadriranjem, tj. koriséenjem cCinjenice da je
2\m
Kk (A), k:2m, “ .y . . 32N 3

A = { A k=2mt1, slozenost bi bila (1 + (m—1))(2n° —n*) = O(kn’), odnosno
(1+1+(m—1))(2n* —n?) = O(kn®).

[

Zadatak 1.9 Odrediti sloZenost algoritma za izraCunavanje vrednosti determinante kvadratne
matrice reda n.

Resenje. Determinanta kvadratne matrice A = [a;j]nxn je broj

a]] a]2 e a]n
a)y dzyp ... dyp
I
D, =detA=| | . RS Z (=1 a, a2, - - - ani,.
: * : * (il ~,i2;-~-ain)€Sn

anl Apy ... Qg
gde je S, skup svih permutacija skupa {1,2,...,n}, a I broj inverzija u permutaciji (i1,i2,...,i).
Za elemente i; i i u permutaciji (i1,i,...,i,) kaZemo da obrazuju inverziju ako vazi i; > i za

1 < j < k < n. U daljem razmatranju smatramo da je znak permutacije (—1)! poznat. Skup S, ima
n! elemenata. U sumi D,, imamo n! sabiraka (—1)’ aii, azi, - - - api,, samim tim n! — 1 sabiranje. U
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svakom sabirku imamo #n ¢inioca, pa je broj mnoZenja po sabirku jednak n — 1. Kako imamo n!

sabiraka broj mnozenja je n! (n — 1). SloZenost algoritma za izraCunavanje vrednosti determinante

po definicijijen! (n—1)+n!—1 =nn!—1=0(nn!). MoZemo zakljuciti da zbog velike sloZenosti

nije prakti¢no racunati vrednost determinante po definiciji. Vrednost determinate moZemo takode

odrediti koriste¢i Laplace-ov razvoj ili Gauss-ov algoritam. Prema Laplace-ovoj teoremi o razvoju
n

determinante, determinanta D,, moZe se predstaviti kao D, = Z a;jA;j (razvoj po j-toj koloni) ili
i=1
n
D, = Z a;jA;j (razvoj po i-toj vrsti), gde je A;; = (—1)"*D; ; algebarski komplement ili kofaktor

j=1
elementa a;;, a D;; determinanta koja se dobija iz D, izostavljanjem i-te vrste i j-te kolone

(minor). Laplace-ovim razvojem determinatu D, ra¢unamo kao zbir n determinanata reda n — 1
pomnoZenih odgovaraju¢im elementima. Prema tome, sloZenost raCunanja vrednosti determinate D,
jednaka je zbiru sloZenosti raCunanja vrednosti determinanata D;; i 2n — 1 (jer imamo n mnoZenja
odgovarajuceg elementa i determinante reda n — 1 i n — 1 sabiranje ovakvih proizvoda). Kako
imamo n determinanata reda n — 1 sloZenost za raunaje determinate D,, ¢e biti jednaka proizvodu
n i sloZenosti za raCunanje vrednosti determinante reda n — 1. Odakle zakljuCujemo da smo na
ovaj nacin uspeli da smanjim sloZenost za izratunavanje vrednosti determinante na O(n!). Ako
primenimo Gauss-ov algoritam, pod pretpostavkom da je a;; # 0 imamo

ayy ann . Alp
al a2 ... dip 0 azy azy
a)y — —a ... Ay — —a
a a» ... ayp 22 ai 12 2n ai 1n
D, =detA=| . . = .
anl anl
apl Q2 ... Qup 0 A — —=a1a ... Ag— —=aiy,
ai ar

U navedenoj realizaciji prve iteracije Gauss-ovog algoritma sproveli smo sledece operacije nad
elementima; 7 — 1 deljenje (prvo smo elemente a;; podelili sa elementom a;1, 2 <i < n), (n—1)?

. . . a1 “ers . .. . ..
mnozZenje (zatim smo element - pomnozili elementima a;j, 2 < i, j < n), (n— 1)2 oduzimanje (i
ai

na kraju smo element g 1; oduzimali od elemenata a;;, 2 < i, j < n). Ukupan broj elementarnih
ag

korakajen—1+(n—1)>+(n—1)> = (n—1)(2(n— 1) +1). U drugoj iteraciji anuliramo elemente

u drugoj koloni, tj. ponavljamo predloZeni postupak na minoru koji se dobija brisanjem prve vrste i

prve kolone iz dobijene determinante. Broj elementarnih koraka je n — 2+ (n —2)?> + (n —2)% =

(n—2)(2(n—2)+1). U k-toj iteraciji, 1 <k < n— 1, prateéi ovo razmatranje, dobijamo da je

broj elementarnih koraka n — k + (n — k)? + (n —k)?> = (n — k)(2(n — k) +1). Ukupno imamo n — 1

koraka. Prema tome, sloZenost algoritma za izraCunavanje vrednosti determinante matrice reda n
n—1 n—1

svodenjem na gornje trougaoni oblik je Y (n—k)(2(n—k)+1)+n—1= ) k(2k+1)+n—1=
k=1 k=1

(n—1)n(2n—1) n nn—1)

6 2

4n* +n+6

2
6

+(n—1)=(n-1) on?).

O

Zadatak 1.10 Odrediti sloZenost algoritma za izraCunavanje vrednosti tridijagonalne determinante

a by 0 ... 0 0

¢ ay by ... 0 0

0 c3 az ... 0 0
Dn = .

0O 0 0 ... a1 by

o 0 0 ... ¢, a,
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Resenje.

Ovaj zadatak mozemo uraditi na dva nacina. Kori§¢enjem Gauss-ovog algoritama za
odredivanje vrednosti determinante dobijamo

a by 0 0 0 ap by 0 0 0

b .. 00 0 ;—<h b 0 0

0 c3 asz ... 0 0 0 0 a3_cf1f2)2 0 0

00 0 ...apyi by o = P2 by

000 e an 0 g, b

ap_1
by
gde je ap = a; — M ia; =d), 2 <k <n. U svakoj iteraciji Gauss-ovog algoritma imamo jedno

i1

mnoZenje, jedno deljenje i jedno oduzimanje. Kako imamo »n — 1 iteraciju sloZenost ovog algoritma
je 3(n—1). Za raCunanje vrednosti determinante potrebno je jo§ da izvr§imo n — 1 mnoZenje
elemenata na glavnoj dijagonali, dobijamo sloZenost 4 (n — 1) = O(n). Ako zadatak reSavamo
Laplace-ovim razvojem imamo da je

@ b 0 o0 ¢ by ... 0 0
¢ @ b 00 0 az ... 0 0
0 c3 as 0 0

Dp=| . . . : = aiDyp1—by| . : :
0 0 0 ay 1 by i 8 8 "'CH bZ*
0 0 0 Cn a " "

arD,—1 —bicyDys.

Oznacimo sa T (n) broj potrebnih elementarnih koraka za izraCunavanje vrednosti determinante D,,.

Tadaje T(n) =34+ 14+T(n—1)+T(n—2), odnosno T (n)+4 =
Uvodenjem smene F(n)

(T(n—1)4+4)+(T(n—2)+4).

= T'(n) 44, dobijamo rekurentnu relaciju za Fibonnaci-jev niz F(n) =

F(n—1)+ F(n—2). ReSenje date homogene linearne diferencne jednacine drugog reda dobijamo
reSavanjem odgovarajuée karakteristi¢ne jednacine 1> —¢ — 1 = 0 i iz poCetnih uslova F(1) =
T(1)+4=04+4=4iF(2)=T(2)+4=3+4=7. Koreni karakteristi¢ne jednaCine suz; » = &T\E,

n n
pa je opste reSenje F(n) = C 1] + Cot) = C, (#) +C (%) . Zamenom pocetnih uslova

F)=4(ci+a —cz)ﬁ) =4iF(2) =

sistemCy+C>, =31C; —

1 (3 (C1+GC)+(C1—C) ﬁ) — 7 dobijamo

\ftj imamo da je C; = 3+‘[ (“’T‘ﬁ> iC, =32 \[ (%ﬁy

1-V3 n+2
2

Prema tome, F(n) = (H‘[) i sloZenost izracunanja vrednosti determinante

v s . . . ]+\/§ n
koriséenjem Laplace-ovog razvoja je O ((T) )
O]

Zadatak 1.11 Odrediti sloZenost algoritma za izraCunavanje inverzne matrice regularne matrice
reda n.

Resenje.
adjA =

Neka je A = [a;]nxn regularna matrica reda n. Adjungovana matrica matrice A je matrica
[Ajilnxn, gde je A;; algebarski komplement (kofaktor) elementa a;; . Za inverznu matricu

matrice A vazi A~ =

~ % tAade. Primenom Gauss-ovog algoritma dobili smo da je sloZenost

izratunavanja vrednosti determinante kvadratne matrice reda n jednaka O(n?). Za radunanje
adjungovane matrice matrice A potrebno je izradunati n®> algebarskih komplemenata. Kako je
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algebarski komplement do na znak jednak minoru reda n — 1, imamo da je sloZenost racunanja
adjungovane matrice matrice A jednaka n® O ((n— 1)*) = O(n®). Za raunanje inverzne matrice
matrice A broj elementarnih koraka je O(n*) + O(n’) +n* = O(n’) (potrebno je da izratunamo
determinantu i adjungovanu matricu matrice A i da svaki element matrice adj A podelimo sa detA).

Inverznu matricu matrice A mozemo odrediti i Gauss—Jordan-ovom metodom. Gauss—Jordan-ova
metoda je u direktnoj vezi sa reSavanjem sistema linearnih algebarskih jednadina. Matri¢na
jednacina A-X = I, gde je A data regularna matrica reda n, I jedini¢na matrica reda n i X
nepoznata matrica reda n, ima jedinstveno reSenje X = A~!. Datu jedna¢inu moZemo zapisati
kao A- (X)) X2 ... X|n) = [e1 €2 ... e,), gde je X|; i-ta kolona matrice X, a e; kolona koja ima
sve elemente jednake O izuzev elementa u i-toj vrsti koji je jednak 1, 1 <i < n. Dalje imamo
A- X1 Xpp ... X =[A-X1A-X)» ... A-X|,,]. Prema tome, datu jednacinu moZemo zapisati kao
n sistema linearnih algebarskih jednacina u matri¢nom obliku

A~XJ{1 = €]
A-Xu = e
A'Xin = €.

Odakle dobijamo [X|; X2 ... X},] =[A"1-e; A7 -es ... A”!-¢,] = AL, Datih n sistema moZemo
reSavati istovremeno kori§¢enjem elementarnih transformacija vrsta, tj. [A | ej e2 ... e,] = [A | ] =
... 2 [I | A~"]. Broj elementarnih transformacija vrsta koje je potrebno izvesti da se dobije gornje
trougaona matrica G od matrice A kori§éenjem Gauss-ove metode jeste O(n?). Iste transformacije se
sprovode i na jedini¢noj matrici. Dobijenu matricu od matrice / ovim transformacijama oznaimo sa
B. Imamo da je [A | I] = [G | B]. Dalje, da bismo dobili od gornje trougaone matrice G dijagonalnu
n—1
matricu D potrebno nam je Z k= M
k=0 2
na matrici B. Oznacimo sa C matricu dobijenu od matrice B ovim transformacijama. VaZzi da je
[G | B] = [D| C]. Uz jo§ n deljenja dijagonalnih elemenata matrice D i n” deljenja elemenata matrice
C dobijamo jedini¢nu matricu i inverznu matricu matrice A, [D | C] = [I | A~!]. Broj elementarnih

koraka je 20(n®) +20(n*) + O(n’) + n+n* = O(n?).

= O(n?) deljenja i oduzimanja i O(n?) transformacija

O

Zadatak 1.12 Odrediti sloZenost algoritma za reSavanje odredenog sistema linearnih algebarskih
jednacina koji ima n nepoznatih:

(a) Gauss-ovom metodom;
(b) Cramer-ovim formulama;
(c) nalaZenjem inverzne matrice (inverznu matricu matrice sistema A raunamo kao Al =

1
——adj A);
detAaJ )

(d) nalaZenjem inverzne matrice (inverznu matricu matrice sistema racunamo Gauss—Jordan-
ovom metodom);

(e) LU dekompozicijom matrice sistema.

Resenje. L]

n
Zadatak 1.13 Odrediti sloZenost algoritma za izratunavanje vrednosti polinoma P, (x) = Y apx*
k=0

utacki o € R.
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n
Resenje. Vrednost polinoma P, (x) = Z agxF u tacki a jednaka je
k=0

n
P(a)= Zak(xk =a, 0" +a, 10" " +...+aa+ap.
k=0

U navedenoj sumi imamo »n + 1 sabirak, pa samim tim i n sabiranja. Kako su sabirci stepeni
n(n+1)

. Sloz t
> 0Zenos

n
broja @ pomnoZeni koeficijentima polinoma, broj mnoZenja jednak je Z k=
k=0
1 3
izraCunavanja vrednosti polinoma u tacki « jednaka je n+ & (n2+ ) =2 (n2+ ) = O(nz).

n
Drugi nacin da izratunamo vrednost polinoma P, (x) = Z apx* u tatki a jeste primenom Horner-
k=0

ove Seme.

o ‘ ap an—1 ay ap

‘an:bn a-b,+a,_1=b,_1 ... oa-byt+a=by o-bi+ay=bg

Vrednost polinoma P, (x) u tacki a jednaka je by. U svakom koraku ovog postupka imamo jedno
mnoZenje i jedno sabiranje. Ukupno imamo 7 koraka, pa je sloZenost jednaka 2n = O(n).
[

Zadatalk 1.14 Neka su P,(x) i Qp(x) dva polinoma stepena n i m, redom, nad poljem realnih
brojeva R, n, m € N, n > m. Odrediti sloZenost algoritma za izraCunavanje:

(a) zbira i proizvoda polinoma P,(x)i Q,,(x);

(b) koli¢nika i ostatka pri deljenju polinoma P,(x) polinomom Q,,(x);

(c) Euklidovog algoritma za nalaZenje najveceg zajednickog delioca polinoma P, (x)i Oy (x).
(d) koeficijenata polinoma P, (x) kori§¢enjem Vijetovih formula, ako su poznati njegovi koreni;

(e) vrednosti prvog izvoda P, (x) polinoma P,(x) u tacki o € R;
Pa(x)
On(x)
Resenje. [

i njenog prvog izvoda f’(x) u tacki o € R;

(f) vrednosti racionalne funkcije f(x) =

Zadatak 1.15 Odrediti sloZenost algoritma za izraCunavanje vrednosti polinoma

n i

Pxy)= Y ayxy =YY aijx7y
0<itj<n i=0j=0

u tacki (o, B) € R2.

noi
Resenje. Vrednost polinoma B, (x,y) = Z ajjx'y = Z Z ai—j;x 7y’ utatki (o, B) € R?
0<i+j<n i=0,j=0
jednaka je

n 1
Pn(x,y):ZZa,-,j’jx’*Jy’ = (amoa"—kan,m06"71B+...+a17,,,106[3”71+ao7nﬁ")+
i=0 j=0
+ (a00®+ai o, B+aopB?) + (aroa+ao; B)+aop.
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ntl (n+1)(n+2) (n+1)(n+2)

U navedenoj sumi imamo Z k= sabirak, pa samim tim i —-1=
= 2 2
n(n+3) . . . _— . L L . .
> sabiranja. Kako su sabirci stepeni brojeva o i B pomnoZeni koeficijentima polinoma, broj
. L u i nn+1)2n+1) nn+1) nh+1)(n+2)
7 k =Y #¥ = = :
mnoZenja jednak je k;)k (k+1) k;)k +k§6k 3 t— 3
3 1 2
Slozenost izracunavanja vrednosti polinoma u tacki @ jednaka je ! (n;_ ) + nin+ ;(n +2) =
n(2n2 +69n+ 13) _ 0(”3).

OJ

Zadatak 1.16 Odrediti sloZenost algoritma za izraCunavanje vrednosti polinoma P, (x,y,z) =
Z aijkx’yfzk u tacki (a, B,y) € R%.
0<i+j+k<n

Resenje. Broj sabiraka u sumi Z ajjk xiyl jednak je sumi broja kompozicija broja ¢, 0 <
0<i+j+k<n

A . . N L . (142
t < n, na tri sabirka koji mogu biti jednaki i 0, ;. Z ) ) Prema tome, imamo Z y |- 1
t=0 =0

sabiranje. Za fiksirano ¢, 0 <t < n, sabirci su oblika g;, jvkx" y/ 7, i+ j+k = t. Broj mnoZenja u
L (t+2
jednom takvom sabirku je ¢. Dakle, ukupan broj mnoZenja je Z ( —; ) t. Aritmetickih operacija

t=0
za izraCunavanje vrednosti polinoma P, (x,y,z) u tacki (¢, B,y) imamo

n r42 n+1 r41 n+1 (t—l—l)tz n+1 t3 n+1 5 n+lt
r+1)—1= r—1=yY "2 1=y t —
E(5)ern--1 (5 Lo Thathh ks

=0 =1 =1 =1

2
Za sumu treih stepena prvih n brojeva vazi da je jednaka (n(n;—)) . Imamo da je

n+l .3  n+tl n+1 2 2
t ) t (n+1)"(n+2)> (n+1)(n+2)2n+3) (n+1)(n+2)
~ (n+1)(n+2)(3n*+17n+24) |
- 24 S

SloZenost izra¢unavanja vrednosti polinoma P, (x,y,z) u tacki (a, B8,7) jednaka je O(n*).
Ovo razmatranja mozemo uopsStiti i na polinome sa proizvoljnim brojem promenljivih. Ako je
broj promenljivih jednak s € N, onda je sloZenost izrac¢unavanja polinoma u datoj tacki jednak

G it

t=0
O

Zadatalk 1.17 Odrediti sloZzenost algoritma za izraCunavanje karakteristicnog polinoma ¢4 (x)
matrice A reda n, ako se zna da je koeficijent uz x* u polinomu @, (x) jednak proizvodu (—1)* i

sume svih glavnih minora reda k matrice A.

Resenje. L]



	Part I — Glava 1
	1 Složenost algoritama
	1.1 Složenost algoritama



